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Résumé : 
Les performances cinématiques et statiques d’un mécanisme parallèle dépendent fortement de la 
géométrie de ce dernier et les caractéristiques mécaniques des corps. Dans la conception d’un manipulateur 
parallèle, il faut déterminer la meilleure géométrie ainsi que les dimensions des corps afin de satisfaire les 
besoins pratiques d’exploitation. Cet article fournis une démarche générique pour formuler le problème de la 
conception optimale des structures parallèles. Ceci en considérant plusieurs indices de performance 
cinématique comme la régularité du volume de travail et la dextérité. Dans cette étude, nous considérons 
aussi les performances élastostatiques qui mesurent la réponse statique de la structure. Comme le problème 
de la conception optimale est non linéaire, difficile à l’exprimer analytiquement et il faut tenir compte de 
plusieurs indices de performance (généralement antagonistes), nous présentons une approche multicritère qui 
considère simultanément plusieurs indices de performance et nous utilisons les techniques d’optimisation 
évolutionnistes pour la résolution. La procédure de la conception est démontrée à travers des simulations sur 
l’exemple du robot DELTA linéaire. 
Abstract: 
Kinematic and static performances of a parallel mechanism depend on the geometry and the 
mechanical characteristics of bodies. In design of a parallel manipulator, we have to determine the best 
geometry and dimensions of the bodies to satisfy the practical needs of exploitation. This paper provides a 
generic approach to formulate the problem of optimal design of parallel structures which we consider several 
kinetostatic performances as regular workspace and dexterity. Furthermore, the elastostatic performances that 
measure the static response of the structure are also considered. As the problem of the optimal design is 
nonlinear, difficult to be expressed analytically and must take into account several performance indices 
(usually antagonists), we present a multi-objective approach that considers simultaneously several indices of 
performance and we use the evolutionary optimization techniques for resolution. The design procedure is 
demonstrated through simulations on the example of the linear DELTA robot. 
Mots clefs : conception optimale, manipulateur parallèle, optimisation multicritère, performances 
cinémato-élastostatiques,   
1. Introduction  
Les manipulateurs parallèles sont des mécanismes à chaine cinématique fermée qui offrent une très 
bonne rigidité, faible masse en mouvement, vitesse et accélération élevées et une grande précision [1] [2]. 
Par contre, ils présentent l’inconvénient d’avoir un espace de travail irrégulier et limité, un modèle 
mathématique complexe, et la présence des singularités dans l’espace accessible. 
L’espace de travail est le critère de performance le plus important dans la conception d’un robot 
parallèle [3]. Cet espace doit disposer d’un ensemble de caractéristiques requises. Plusieurs indices de 
performance sont considérés dans le problème de conception optimale. Gosselin [4] et Angeles [5] ont 
proposé de maximiser le volume de travail tout en tenant en compte l’indice d’isotropie. Majoux [6] a 
proposé l’espace de travail dextre régulier, c'est une partie de l’espace de travail dont la forme est régulière 
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(cube, sphère, etc) où des contraintes sur les performances cinémato-statiques (dextérité, rigidité) sont 
imposées  à l’intérieur. D’autres chercheurs [7] [8] ont concentré leurs travaux à l’amélioration de la 
précision et la rigidité de ce type de mécanisme dont les performances élastostatiques dépendent de la 
géométrie et des propriétés des matériaux des corps de la structure. 
Dans cet article, nous allons présenter une approche de conception optimale pour le robot DELTA 
linéaire tenant en compte simultanément plusieurs critères de performance, cette approche est basée sur la 
formulation du problème de conception sous un problème d’optimisation multicritère. 
2. Modélisation de la structure 
Dans cette section, nous allons développer les modèles cinématique et élastostatique de la structure parallèle 
étudiée (FIG.1).  
2.1. Modèle cinématique 
Le mécanisme est constitué d’une plate-forme mobile de centre 𝑂′(𝑥 𝑦 𝑧) relié à une base par trois 
chaines cinématiques identiques disposées à 120° ayant une structure équivalente P-S-S. Les paramètres 
géométriques sont montrés sur la figure FIG.1, avec L = ‖𝐵𝑖𝑃𝑖‖ et d = ‖𝑃𝑖1𝑃𝑖2‖ sont les dimensions du 
parallélogramme, 𝑅 = ‖𝑂𝐴𝑖‖ et 𝑟 = ‖𝑂
′𝑃𝑖‖ sont respectivement le rayon de la base et de la nacelle. Pour 
chaque chaine cinématique, on peut exprimer la contrainte de fermeture par : 
𝑂𝑂′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝑖𝐵𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐵𝑖𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝑖𝑂′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗              𝑖 = 1,2,3       
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝜃𝑖 : est l’angle entre l’axe 𝑂𝑥⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑂𝐴𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  avec:   𝜃𝑖 =
4𝑖−3
6
π        (𝑖 =  1, 2 ,3)  
𝐵𝑖𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝑃𝑖⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑂𝐵𝑖⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  = (
𝑥 − 𝑥𝑖 − 𝑞𝑖 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖
𝑦 − 𝑦𝑖 − 𝑞𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖
𝑧 + 𝑞𝑖  
)      𝑎𝑣𝑒𝑐:  {
𝑥𝑖 = (𝑅 − 𝑟)𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖
𝑦𝑖 = (𝑅 − 𝑟)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖
                                   
 
𝑳² = (𝒙 − 𝒙𝒊)
𝟐 + (𝒚 − 𝒚𝒊)
𝟐 + (𝒛 + 𝒒𝒊)
𝟐        𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑                                       (1) 
Les trois équations (1) peuvent être résolues selon x, y, z pour le modèle géométrique direct et selon qi 
pour le modèle géométrique inverse. Par différentiation du modèle géométrique par rapport au temps, on 
aura la relation cinématique entre les vitesses articulaires des liaisons motorisées et les vitesses 
opérationnelles de la nacelle : 
                       𝐽𝑞?̇? = 𝐽𝑥?̇?      →     ?̇? = 𝐽𝑥
−1𝐽𝑞?̇?       
Avec :     𝐽𝑞 = [
𝑧 + 𝑞𝑖 0 0
0 𝑧 + 𝑞𝑖 0
0 0 𝑧 + 𝑞𝑖
]       ;                    𝐽𝑥 = [
𝑥 − 𝑥1 𝑦 − 𝑦1 𝑧 − 𝑧1
𝑥 − 𝑥2 𝑦 − 𝑦2 𝑧 − 𝑧2
𝑥 − 𝑥3 𝑦 − 𝑦3 𝑧 − 𝑧3
] 
Donc le jacobien du robot DELTA linéaire est donné par :   𝐽 = 𝐽𝑥
−1𝐽𝑞   
La dextérité est définie comme la qualité de la transformation linéaire caractérisée par la matrice 
Jacobienne. Elle permet de caractériser les capacités d'un manipulateur à effectuer avec précision des 
mouvements de faible amplitude [4]. Elle dépendra des paramètres géométriques du manipulateur ainsi que 
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FIG.1- Architecture et  paramètres géométriques du robot Delta linéaire [10][11] 
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sa configuration. La mesure de dextérité la plus fréquemment utilisée est l’inverse du nombre de condition 
du Jacobien cinématique. 
κ =  
𝜎𝑚𝑖𝑛(𝐽)
𝜎𝑚𝑎𝑥(𝐽)
 
Avec κ ∈ [0,1], 𝜎𝑚𝑖𝑛(𝐽) et 𝜎𝑚𝑎𝑥(𝐽) désignent, respectivement, la valeur singulière minimale et maximale de 
la matrice Jacobienne J. 
L’analyse du déterminant des matrices 𝐽𝑞 et 𝐽𝑥 permet de déterminer les configurations singulières du 
manipulateur. Si det(𝑱𝒒)=0 alors la nacelle se trouve à la limite de l’espace de travail, et pour avoir toujours 
det(𝑱𝒙)≠0 on prend R − r ≠  0 et R − r < L. 
Le volume de travail est la zone que le point O’, centre de la nacelle peut atteindre. L’un des 
inconvénients des robots parallèles est l’irrégularité de l’espace de travail. Dans ce papier, nous considérons 
un sous-espace régulier qui est une sphère de rayon 𝑟𝑠 et de centre (0,0, 𝑧𝑠). Un exemple est donné sur la 
figure FIG.2 dont les paramètres géométriques sont donnés dans le tableau TAB.1. 
 
     
   
 
 
  
 
 
 
 
 
2.2. Modèle élastostatique 
Afin de déterminer les performances élastostatiques sous l’effet d’un torseur externe  𝑤ext appliqué au 
centre de la nacelle (FIG.3), nous allons développer dans cette section le modèle statique du robot Delta 
linéaire en utilisant une méthode énergétique. La validation du modèle développé est effectuée par éléments 
finis avec le code de calcul ANSYS (APDL). Lors de cette étude toutes les liaisons sont considérées idéales, 
la base, la nacelle et les glissières sont supposées parfaitement rigides et l’élasticité est considérée que dans 
les barres.  
 
 
 
 
Sous l’hypothèse d’une structure élastique linéaire on applique le théorème de Castigliano dans le but de 
déterminer les déplacements de la nacelle. Ces déplacements sont calculés par les dérivées partielles de 
l’énergie de déformation U. On suppose que les parallélogrammes travaillent en traction compression 
uniquement où ils subissent des efforts normaux Nij. L’équilibre statique en 𝑂′ donne une relation entre les 
efforts internes Nij et le torseur des efforts externes 𝑤ext appliqué au centre de la nacelle. 
Nd = A 𝑤ext 
𝐴 = [
 𝑢1 𝑢1 𝑢2
  𝑣11  𝑣12  𝑣21
  
  𝑢2 𝑢3 𝑢3
   𝑣22  𝑣31  𝑣32
    ]
−1
   , 𝑢𝑖⃗⃗  ⃗ =
𝐵𝑖1𝑃𝑖1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
‖𝐵𝑖1𝑃𝑖1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖
   , 𝑣𝑖𝑗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑝𝑖𝑗?́?⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ^ 𝑢𝑖⃗⃗  ⃗   𝑎𝑣𝑒𝑐 i = 1,2,3  et j = 1,2 
𝑁𝑑 = [  𝑁11   𝑁12   𝑁21       𝑁22   𝑁31   𝑁32  ]
𝑇           𝑤𝑒𝑥𝑡 = [  𝑓𝑥   𝑓𝑦   𝑓𝑧      𝜏𝑥   𝜏𝑦   𝜏𝑧 ]
𝑇  
Paramètre R r L d 
Dimension (mm) 350 50 550 80 
FIG.2 : Espace de travail régulier 
FIG.3-Effort normal dans les barres 
TAB.1 - Paramètres géométriques du robot pour 
l’exemple de la figure FIG.1. 
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L’énergie de déformation totale U des six barres est :  U =
l
2ES
∑ (Ni1
2 + Ni2
2 )3i=1  
Avec E et S sont respectivement le module d’élasticité et l’aire de la section des barres. 
Le déplacement de la nacelle dans une direction est donné par la dérivation de l’énergie de la 
déformation par rapport à la force appliquée dans cette direction. 
𝐿𝑒 𝑑é𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝛿𝑖 =
𝑑𝑈
𝑑𝑓𝑖
   ,   𝑙𝑎 𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝜃𝑖 =
𝑑𝑈
𝑑𝜏𝑖
 .      Après développement on aura :  𝒅𝒆𝒇 = 𝑺 𝑾𝒆𝒙𝒕 
Où  𝑆 =
l
ES
  ATA  représente la matrice de souplesse de la structure  
Le vecteur de déplacement spécial :  𝑑𝑒𝑓 = [  δx   δy   δz      θx  θy   θz ]T 
On évalue le déplacement par : δ = √  δx
2 +   δy
2 +   δz
2
      et la rotation par :       ζ=|𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (𝜀0)|. 
Ou la représentation quaternions (𝜀0 𝜀1 𝜀2 𝜀3)
𝑇 décrit l’orientation définie par les angles ( 𝜃𝑥 𝜃𝑦  𝜃𝑧). 
Validation sous ANSYS (APDL) 
Nous présentons une comparaison entre le modèle élastostatique 
analytique et celui développé en utilisant le code de calcul des structures 
ANSYS. Le modèle du robot DELTA linéaire, dont les dimensions  
géométriques et structurelles sont présentées respectivement dans les tableaux 
TAB.1 et TAB.2, est implémenté sous ANSYS et représenté dans la figure 
FIG.4. A travers les exemples du tableau TAB.3, on constate que le modèle 
élastostatique analytique développé est très fiable en termes de résultat (erreur 
relative est inférieur à 0.1%). 
 
    
 
  
3. Formulation du problème de la conception optimale 
Le premier problème d’optimisation est de trouver la plus grande sphère de rayon 𝑟𝑠 inscrite  dans 
l’espace de travail avec une limite inférieure de dextérité κ𝑎𝑑𝑚 imposée. 
Le deuxième problème d’optimisation est de trouver les valeurs optimales des paramètres de conception 
qui minimisent la masse totale des corps mobiles 𝑀𝑏𝑎𝑟𝑟𝑒𝑠 et qui garantissent la résistance du robot à une 
charge statique en tout point de l’espace de travail. La minimisation de la déformation pose un problème car 
c’est difficile de déterminer le torseur des forces extérieures le plus défavorable pour un mécanisme 
parallèle. Pour surmonter cette difficulté nous imposons une limite supérieure sur la trace pondérée de la 
matrice de souplesse. 
 T = (S11 + S22 + S33 ) ∗ 𝑐1 + (S44 + S55 + S66 ) ∗ 𝑐2 
propriété D E Ν ρ 
Dimension  11 mm 220000 N/mm² 0.285 7900 kg/m3 
𝑄 = [𝑞1 𝑞2 𝑞3] (𝑚𝑚) (100 100 100) (100 150 200) (150 50 250) 
𝑤𝑒𝑥𝑡 = [𝐹𝑒𝑥𝑡 𝑇𝑒𝑥𝑡 ] (𝑁,𝑁𝑚) (0 0 -100   0 0 -30) (30 -18 9   14 20 -
15) 
(-50 -30 40   10 -15 -20) 
ANSYS 
δ (µm) 4.974 19.468 24.948 
ζ (10−6 𝑟𝑎𝑑) 39.973 339.761 241.752 
Castigliano 
δ (µm) 4.971 19.453 24.928 
ζ (10−6 𝑟𝑎𝑑) 39.942 339.50 241.652 
Erreur relative 
δ(%) 0.06 0.08 0.08 
ζ(%) 0.08 0.08 0.04 
FIG.4- Modèle sous ANSYS 
TAB.3-Validation du modèle statique avec ANSYS  
TAB.2- Dimension et propriété des matériaux des barres   
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 𝑐1[𝑁/𝑚𝑚] et 𝑐2[𝑁.𝑚𝑚/𝑟𝑎𝑑] sont respectivement deux coefficients admissibles pour limiter la 
déformation en déplacement et en rotation de la nacelle. Le concepteur peut ajuster ces coefficients selon les 
exigences de l’exploitation du manipulateur. 
Afin de satisfaire les deux objectifs antagonistes, nous proposons une formulation multicritère du 
problème de conception :  
𝐦𝐢𝐧[−𝑓𝑜𝑏𝑗 1, 𝑓𝑜𝑏𝑗 2]  S.C :{
0 < 𝑞𝑖 < 𝑞max          𝑖 = 1,2,3
𝑅 > 𝑟     
𝑅 − 𝑟 < 𝐿
 
Avec :    𝑓𝑜𝑏𝑗 1 = 𝑟𝑠 . min (1,
𝜅𝑚𝑖𝑛
𝜅𝑎𝑑𝑚
) ;  𝑓𝑜𝑏𝑗 2 = 𝑀𝑏𝑎𝑟𝑟𝑒𝑠. max (1, 𝑇)  
Les paramètres d’optimisation sont : le rayon de la base (R), la longueur des barres (L), et le diamètre 
des barres (D). Les contraintes imposées sur la dextérité et la déformation sont exprimées implicitement dans 
les deux fonctions objectives. Le signe (-) qui précède 𝑓𝑜𝑏𝑗 1 indique la maximisation du rayon de la sphère.  
4. Résultats et discussions : 
L’optimisation est effectuée en utilisant l’algorithme NSGA-II [9]. L’exemple traité est défini par 
l’espace de recherche suivant :  
𝑟 = 50 𝑚𝑚, 𝑑 = 80 𝑚𝑚, 𝑅 ∈ [150 400]𝑚𝑚, L∈ [400 700] 𝑚𝑚,  𝐷𝑏𝑎𝑟𝑟𝑒 ∈ [10 30]𝑚𝑚.  
Avec  les contraintes: 𝜅𝑎𝑑𝑚 = 0.35,  𝑐1 = 10
4 , 𝑐2 = 10
7. 
Les résultats de l’optimisation sont représentés par le front de Pareto de la figure FIG.5. Comme 
exemple, considérons la solution donnée par le couple 𝑓𝑜𝑏𝑗 1 = −168,7 et 𝑓𝑜𝑏𝑗 2 = 43.7 dont le tableau 
TAB.3 résume les paramètres de conception optimale. La figure FIG.6 illustre l’évolution de la dextérité 
dans le plan 𝑧 = 𝑧𝑠. L’analyse des contours de la dextérité montre que la valeur de la dextérité dans l’espace 
de travail régulier est toujours supérieure à la dextérité admissible. Les figures FIG.7 et FIG.8 illustrent  
respectivement la variation du déplacement et de la rotation de la nacelle dans le plan 𝑧 = 𝑧𝑠 sous l’effet 
d’un torseur externe appliqué 𝑤𝑒𝑥𝑡 = [100 −60 −150 0 0 −20] [𝑁, 𝑁.𝑚], les déformations 
maximales enregistrées sont 5𝜇𝑚 pour le déplacement et 60 𝜇 𝑟𝑎𝑑 pour l’orientation de la nacelle.  
  
 
 
 
𝑀𝑏𝑎𝑟𝑟𝑒𝑠 (𝑘𝑔) 𝑟𝑠(mm) 𝑧𝑠(mm) 
𝐿𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛 (𝑚𝑚) 
𝑅 𝐿 𝐷 𝑑 𝑟 
8.4 190.8  −660.7 357.9 538.1 20.5 80 50 
FIG.5-Résultats de l’optimisation FIG.6- mesure de la dextérité dans le plan  𝑧 = z𝑠  
TAB.3-Paramètres de conception optimale 
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5. Conclusion : 
Dans cet article, nous avons présenté les résultats d’une optimisation multicritère pour la conception 
cinémato-élastostatique optimale de la structure parallèle « DELTA linéaire ». Premièrement, nous avons 
introduit et discuté plusieurs indices et critères de performance à savoir : le volume de travail, la dextérité, la 
rigidité et la masse en mouvement. En second lieu,  nous avons défini les fonctions coût, les contraintes et les 
variables d’optimisation. Ensuite, une formulation du problème de conception en un problème d’optimisation 
multicritères a été proposée. Finalement, une technique évolutionnaire est utilisée pour la résolution. Cette 
approche a prouvé sa fiabilité pour ce type de problème de conception qui est très difficile à résoudre par la 
méthode classique qui ne tient pas compte de plusieurs les critères simultanément. Pour nos futurs travaux, 
nous prévoyons la considération des performances élastodynamiques dans le problème de conception.   
Références 
[1] W. Khalil, E. Dombre, « Modélisation identification et commande des robots », Hermes, 1999. 
[2] R. Clavel, « Une nouvelle structure de manipulateur parallèle pour la robotique légère », Revue APII-
AFCET, vol. 23, pp. 501-  519, 1989. 
[3] Y. Lou, G. Liu Z. Li, « Randomized Optimal Design of Parallel Manipulators», IEEE Transaction on 
Automation Science and Engineering, 5(9), pp. 223-233, 2008. 
[4] C. Gosselin, J. Angeles, «The optimum kinematic design of a planar three-degree-of-freedom parallel 
manipulator», ASME Journal of mechanisms, Transmissions, and Automation Design, 110, 1988. 
[5] C. Gosselin, J. Angeles, «The optimum kinematic design of a spherical three-dof parallel manipulator», 
ASME Journal of mechanisms, Transmissions, and Automation Design, 111, 1989. 
[6] F. Majoux, «Analyse cinetostatique des machines parallèles à translation », Thèse de Doctorat (Ecole centrale 
de Nante,France, Nov. 2004). 
[7] R.Jeha,C.Jongeun « Volumetric error analyses and architecture optimization for accuracy of HexaSlide type 
parallel » Mechanisme and Machine theory, vol 38(3), 2003. 
[8] B. Siciliano, O. Khatib, «Springer Handbook of Robotics», pp. 229-244, Springer, 2008. 
[9] Deb. Kalyanmoy, «Multi-Objective Optimization Using Evolutionary Algorithms», John Wiley & Sons, 2001. 
[10] X. LIU, J.WANG, J. KIM, «A new approach to the design of a Delta robot with a desired workspace» 
Manufacturing Engineering Institute, Department of Precision Instruments and Mechanology, Journal of 
Intelligent and Robotic Systems 39: 209–225, 2004. 
[11] R.Kelaiaia O.Company A.Zaatri, «Multiobjective optimization of parallel kinematic mechanisms by the genetic 
algorithms», Robotica ,vol 30(5), pp783-797 . 
FIG.7- variation du déplacement dans le plan 𝑧 = z𝑠 FIG.8- variation de la rotation  dans le plan 𝑧 = z𝑠  
